
Lehrstuhl für  
Konstruktionslehre und CAD 
Prof. Dr.-Ing. Frank Rieg 

Berechnungen in der Antriebstechnik: 

Reduktion elastischer Strukturen und Anwendung 
verschiedener Koppelbedingungen   

D. Billenstein, F. Nützel, C. Glenk, F. Rieg 

17. Bayreuther 3D-Konstrukteurstag 

Universität Bayreuth, 16.09.2015 



Lehrstuhl für  
Konstruktionslehre und CAD 
Prof. Dr.-Ing. Frank Rieg D. Billenstein, F. Nützel, C. Glenk, F. Rieg 

17. Bayreuther Konstrukteurstag, 16.09.2015 

Einleitung 

2 

Reduktion 

Substrukturtechnik 

Kopplung von Simulationsmethoden 

Quelle: [9] 

Quelle: [11] 

Koppelbedingung 

Schraubenvorspannung 

Kopplung unterschiedlicher Elemente 

Quelle: [4] 



Lehrstuhl für  
Konstruktionslehre und CAD 
Prof. Dr.-Ing. Frank Rieg D. Billenstein, F. Nützel, C. Glenk, F. Rieg 

17. Bayreuther Konstrukteurstag, 16.09.2015 

Inhalt 

3 

Reduktion 

1) Motivation 

2) Theorie 

3) Anwendungsbeispiel 

 

 

Koppelbedingung 

1) Motivation 

2) Theorie 

3) Anwendungsbeispiel 



Lehrstuhl für  
Konstruktionslehre und CAD 
Prof. Dr.-Ing. Frank Rieg D. Billenstein, F. Nützel, C. Glenk, F. Rieg 

17. Bayreuther Konstrukteurstag, 16.09.2015 

Motivation 

Reduktion 
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Wann ist eine Reduktion des FE-Modells sinnvoll? 

 Komplexe FEM-Modelle mit vielen Details und Freiheitsgraden 

 Einsparen von Rechenzeit bei der Berechnung mehrerer Lastfälle 

 Kopplung verschiedener Simulationsmethoden, z.B. FEA und MKS 

Eigenschaften der statischen Reduktion 

 Kein Verlust von Steifigkeitsinformationen  

 Exakte Lösung 

 Auswahl der Master- und Slave-Knoten im 
Vorfeld 

 Master-Knoten für Randbedingungen und zur 
Auswertung 

 Wiederherstellung der kondensierten Slave-
Knoten 

Arten der FE-Reduktion 

 Statische Reduktion 

 Dynamische Reduktion 

Master-Knoten 

Slave-Knoten 
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Theorie – Guyan-Reduktion 

Reduktion 
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Ziel:                     in reduziertes System überführen   
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Quelle: [6] 
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Theorie – Einheitsreduktion 

Reduktion 
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Einheitslasten Einheitsverschiebungen 

1 2 

3 4 

5 6 

7 8 

𝑲𝒖 = 𝑭 

Gezielte Aufgabe einer Einheitslast auf die zu 
reduzierenden Freiheitsgrade 

Gezielte Aufgabe einer Einheitsverschiebung 
auf die zu reduzierenden Freiheitsgrade 
(Lagerung der anderen Reduktions-FG) 

𝑆
𝑆
𝑥

⋮ 𝑥
⋮ 𝑥

𝑥
𝑥

𝑥 ⋯ ⋯ 𝑆

 

𝑲𝒖 = 𝑭 

mit S: Skalierungsfaktor der 
Randbedingungen 

Statische Bestimmtheit ohne die 
Reduktionsknoten notwendig 
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Theorie – Einheitsreduktion 

Reduktion 
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Einheitslasten Einheitsverschiebungen 

1 2 

3 4 

5 6 

7 8 

𝑲𝒖 = 𝑭 

Gezielte Aufgabe einer Einheitslast auf die zu 
reduzierenden Freiheitsgrade 

𝒖𝒓𝒆𝒅 =  

𝑥 𝑥 𝑥
𝑥 𝑥 𝑥
𝑥 𝑥 𝑥

      

𝑲𝒓𝒆𝒅 = 𝛼 𝒖𝒓𝒆𝒅
−𝟏  

Elementweise Invertierung von             führt zu  𝒖𝒓𝒆𝒅 

𝒖𝒓𝒆𝒅
−𝟏 =

1

𝑢11
⋮ ⋱
1

𝑢𝑛1
⋯
1

𝑢𝑛𝑛

  

mit n: reduzierende FG 

Gezielte Aufgabe einer Einheitsverschiebung 
auf die zu reduzierenden Freiheitsgrade 
(Lagerung der anderen Reduktions-FG) 

 𝑭𝒌𝒏𝒐𝒕𝒆𝒏  = 
𝑲𝒓𝒆𝒅 =

1

𝛼
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𝑲𝒓𝒆𝒅 

𝒖𝒌𝒏𝒐𝒕𝒆𝒏 

𝑆
𝑆
𝑥

⋮ 𝑥
⋮ 𝑥

𝑥
𝑥
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𝑲𝒖 = 𝑭 

Berechnung der Knotenkräfte mit 𝑲𝒖𝒌𝒏𝒐𝒕𝒆𝒏 = 𝑭𝒌𝒏𝒐𝒕𝒆𝒏 

mit S: Skalierungsfaktor der 
Randbedingungen 

Statische Bestimmtheit ohne die 
Reduktionsknoten notwendig 
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Anwendungsbeispiel - Kurbelwelle 

Reduktion 
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Kurbelwelle 

 Steifigkeitsbasierte Auslegung 

 Berechnung mehrerer Kurbelwinkel 

 Auswertung der Durchbiegung 

Fragen 

 Durchbiegung des Kurbelzapfens 

 Standard-FEA vs. FEA mit reduziertem 
Modell 

Lagerstellen 

Kraftangriff Verschiebungs-
auswertung 

Master-Knoten 
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Ergebnisse – Durchbiegung Kurbelzapfen 

Reduktion 
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Volles FE-Modell Reduziertes FE-Modell 

Vergleich der Berechnungsmethoden 

 Übereinstimmung der 
Verschiebungsergebnisse 

 Numerische Schwankung im Bereich < 3 ‰ 
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Motivation 

Koppelbedingung 
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Theorie 

Koppelbedingung 
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Einbaumöglichkeiten von MFCs 

Arten von Koppelbedingung 

• Multi Freedom Constraint (MFC): Imaginäre, 
masselose Verbindung von zwei oder 
mehreren Verschiebungskomponenten 

 Weiche Kopplung 

 Starre Kopplung 

• Strukturelemente (Balken, Stäbe, …) 

Transformations-Verfahren 

𝑇𝑇𝐾𝑇 𝑢 = 𝑇𝑇𝐹  

Lagrange-Verfahren 

𝐾 𝐺𝑇

𝐺 0

𝑢
λ
=
𝐹
0

 

Penalty-Verfahren 

𝐾 + 𝑃𝐶 𝑢 = 𝐹  
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Anwendungsbeispiel - Planetenrad 

Koppelbedingung 
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Planetenrad 

 Zusammenhang zwischen Verformungsverhalten bzw. Belastungen und Planetenrad und 
Planetenradlagerung bei dünnen Radkränzen 

 Bei direkt gelagerten, dünnwandigen Planeten sind gerade diese gegenseitigen Abhängigkeiten 
aber nicht mehr vernachlässigbar 

Fragen 

 Realistische Modellierung der 
Planetenradlagerung 

 Wahl der FE-Randbedingungen 

 Verformungsverhalten des 
Planetenrads  

Quelle: [10] 
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Planetenrad – FE-Modellierungsansätze 

Koppelbedingung 
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FE-Modell Referenz 

 Planetenradbolzen wird 
mitmodelliert 

 Festhaltung in der Eingriffslinie 

 Kontaktbedingung: Reibungsfrei 

 Aufgabe des Drehmoments in der 
Planetenradbohrung 

FE-Modell Kopplung 

 Planetenradbolzen wird nicht 
modelliert 

 Festhaltung in der Eingriffslinie 

 Übertragung des Drehmoments und 
Kompensation des Bolzens mittels 
Koppelbedingungen 

 Koppelbedingungen: Weich, Starr 

Quelle: [8] 
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Coupling

Vergleich starre Kopplung 

Koppelbedingung 
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Modellierungsvarianten 

 Z88: Starre Koppelung 

 ABAQUS: MPC Beam, Kinematic 
Coupling 

Fazit 

 MPC Beam und Kinematic Coupling 
(alle Freiheitsgrade verbunden) in 
Abaqus identisch 

 Versteifung der Planetenradbohrung 

 Maximale relative Abweichung 
zwischen der starren Kopplung in Z88 
und Abaqus ist betragsmäßig 0,548 %  
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Modellierungsvarianten 

 Z88: Weiche Kopplung 

 ABAQUS: Continuum Distributing 
Coupling 

Fazit 

 Verformung der Planetenradbohrung 
zulässig (keine Einbringung einer 
Steifigkeit durch die Kopplung) 

 Maximale relative Abweichung 
zwischen der weichen Kopplung in 
Z88 und Abaqus ist betragsmäßig 
4,924 %  
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Modellierungsvarianten 

 Weiche Kopplung 

 Starre Kopplung 

 Referenz 

Fazit 

 Weiche Kopplung zu elastisch 

 Ideale Biegesteifigkeit der starren 
Kopplung verhindert Rotation der 
Verzahnung 

 Ideale radiale Steifigkeit der starren 
Kopplung verhindert Aufweitung der 
Planetenradbohrung 

-60

-40

-20

0

20

40

60

-60-40-200204060

x10 



Lehrstuhl für  
Konstruktionslehre und CAD 
Prof. Dr.-Ing. Frank Rieg D. Billenstein, F. Nützel, C. Glenk, F. Rieg 

17. Bayreuther Konstrukteurstag, 16.09.2015 

Zusammenfassung 
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Reduktion Koppelbedingung 

 Drei Reduktionsverfahren in Z88 
umgesetzt und validiert 

 Schnellere Berechnung mehrerer Lastfälle 
bei gleicher Ergebnisgüte 

 Weiche und starre Kopplung in Z88 
umgesetzt und validiert 

 Unterschiedliche Methoden der 
Drehmomentaufbringung 

Ausblick 

 Untersuchung der Koppelbedingungen zur Verbindung von Struktur- und 
Kontinuumselementen 

 Verbindung der Reduktionssolver mit verschiedenen Koppelbedingungen zur 
Zusammenführung von Analytik und Numerik 
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Anhang 
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Exemplarischer Würfel 

Reduktion 
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Reduktionsknoten 

Quadratisches Tetraeder-Netz 
(101627 Knoten und 70628 Elementen) 

Kred mit Abaqus 

Kred mit Z88 

Quelle: [8] 
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Exemplarischer Würfel 
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-3,17304000E+04 -3,56692000E+04 -1,66147000E+04 -3,63126000E+04 -1,98071000E+04 1,66147000E+04 -2,37459000E+04 1,79933000E+04 1,66147000E+04 9,17889000E+04

-3,50921000E+04 -2,83271000E+04 -1,32366000E+04 1,42122000E+04 -2,33681000E+04 1,32366000E+04 -1,66032000E+04 -3,38367000E+04 1,32366000E+04 3,74830000E+04 8,55319000E+04

1,62041000E+04 1,32280000E+04 3,79676000E+04 -1,33705000E+04 1,67572000E+04 -3,79676000E+04 1,37811000E+04 -1,67486000E+04 -3,79676000E+04 -1,66147000E+04 -1,32366000E+04 3,79676000E+04

Kred Z88  

Kred Abaqus 

-0,0000182%

0,0000801% -0,0000340%

-0,0002528% -0,0000857% 0,0000706%

-0,0001437% 0,0001451% -0,0002443% 0,0000775%

0,0002427% 0,0000491% 0,0000629% 0,0001596% 0,0000428%

-0,0002528% -0,0000857% 0,0000706% -0,0002443% 0,0000629% 0,0000706%

0,0000250% 0,0001362% 0,0002914% 0,0000543% -0,0000621% 0,0002914% 0,0000079%

0,0002096% -0,0002070% -0,0000445% 0,0000007% 0,0001481% -0,0000445% 0,0001462% 0,0000244%

-0,0002528% -0,0000857% 0,0000706% -0,0002443% 0,0000629% 0,0000706% 0,0002914% -0,0000445% 0,0000706%

0,0000277% 0,0000719% 0,0001917% -0,0000323% -0,0001714% 0,0001917% -0,0000721% -0,0000329% 0,0001917% -0,0000218%

0,0000856% 0,0000071% 0,0000503% -0,0001428% -0,0001058% 0,0000503% 0,0002846% 0,0000810% 0,0000503% -0,0000064% 0,0000055%

-0,0002528% -0,0000857% 0,0000706% -0,0002443% 0,0000629% 0,0000706% 0,0002914% -0,0000445% 0,0000706% 0,0001917% 0,0000503% 0,0000706%

𝐾𝑟𝑒𝑑,𝑍88,𝑖,𝑗 − 𝐾𝑟𝑒𝑑,𝐴𝑏𝑎𝑞𝑢𝑠,𝑖,𝑗

𝐾𝑟𝑒𝑑,𝐴𝑏𝑎𝑞𝑢𝑠,𝑖,𝑗
= 

Die betragsmäßig maximale Abweichung beträgt lediglich 0,0188166%. 
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𝑢𝑥
𝑆

𝑢𝑦
𝑆

𝑢𝑧
𝑆

𝜃𝑥
𝑆

𝜃𝑦
𝑆

𝜃𝑧
𝑆

=

1 0 0 0 𝑑𝑧 −𝑑𝑦
0 1 0 −𝑑𝑧 0 𝑑𝑥
0 0 1 𝑑𝑦 −𝑑𝑥 0

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

𝑢𝑥
𝑀

𝑢𝑦
𝑀

𝑢𝑧
𝑀

𝜃𝑥
𝑀

𝜃𝑦
𝑀

𝜃𝑧
𝑀

 

 

𝑂𝑑𝑒𝑟 
 

𝑈𝑆 = 𝑈𝑀 + 𝜃𝑀 × 𝑑 
𝜃𝑆 = 𝜃𝑀 

Quelle: [2] 

Gekoppelte Freiheitsgrade des 
Slaveknoten beliebig wählbar 
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Drehung eines Punktes um einen anderen Punkt 
𝑥1
𝑆 = 𝑥0

𝑆 + 𝑥0
𝑆 − 𝑥0

𝑀 cos 𝜃𝑧
𝑀 − 𝑦0

𝑆 − 𝑦0
𝑀 sin 𝜃𝑧

𝑀 

𝑦1
𝑆 = 𝑦0

𝑆 + 𝑥0
𝑆 − 𝑥0

𝑀 sin 𝜃𝑧
𝑀 + 𝑦0

𝑆 − 𝑦0
𝑀 cos 𝜃𝑧

𝑀 

 

𝐾𝑙𝑒𝑖𝑛𝑤𝑖𝑛𝑘𝑒𝑙𝑛äℎ𝑒𝑟𝑢𝑛𝑔: 
𝜃𝑧
𝑀 ≪ 1 

 

𝑢𝑥,𝑟𝑜𝑡
𝑆 = 𝑥1

𝑆 − 𝑥0
𝑆 = −𝜃𝑧

𝑀 𝑦0
𝑆 − 𝑦0

𝑀

𝑑𝑦

 

𝑢𝑦,𝑟𝑜𝑡
𝑆 = 𝑦1

𝑆 − 𝑦0
𝑆 = 𝜃𝑧

𝑀 𝑥0
𝑆 − 𝑥0

𝑀

𝑑𝑥
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𝑅𝑀𝑀𝑈𝑀 + 𝑅𝑀𝑁𝑈𝑁 = 0 
 

1 0 0 0 𝑑𝑧 −𝑑𝑦

0 1 0 −𝑑𝑧 0 𝑑𝑥

0 0 1 𝑑𝑦 −𝑑𝑥 0

0 −𝑑𝑧 𝑑𝑦 𝑒𝑦𝑧 0 0

𝑑𝑧 0 −𝑑𝑥 0 𝑒𝑧𝑥 0

−𝑑𝑦 𝑑𝑥 0 0 0 𝑒𝑥𝑦

𝑢𝑥
𝑀

𝑢𝑦
𝑀

𝑢𝑧
𝑀

𝜃𝑥
𝑀

𝜃𝑦
𝑀

𝜃𝑧
𝑀

+
1

𝑊𝑇
𝑅𝑀1𝑅𝑀2⋯𝑅𝑀𝑁

𝑈1

𝑈2

⋮
𝑈𝑁

= 0 

 

𝑚𝑖𝑡 𝑅𝑀𝑖 =

−𝜔𝑖 0 0
0 −𝜔𝑖 0
0 0 −𝜔𝑖

0 𝜔𝑖𝑑𝑧
𝑖 −𝜔𝑖𝑑𝑦

𝑖

−𝜔𝑖𝑑𝑧
𝑖 0 𝜔𝑖𝑑𝑥

𝑖

𝜔𝑖𝑑𝑦
𝑖 −𝜔𝑖𝑑𝑥

𝑖 0

,     𝑈𝑖 =

𝑢𝑥
𝑖

𝑢𝑦
𝑖

𝑢𝑧
𝑖

 

Quelle: [1] 
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Kräftegleichgewicht: 

𝑢𝑥
𝑀 + 𝑑𝑧𝜃𝑦

𝑀 − 𝑑𝑦𝜃𝑧
𝑀 − 

𝜔𝑖

𝑊𝑇

𝑁

𝑖=1

𝑢𝑥
𝑖 = 0 

𝑢𝑦
𝑀 − 𝑑𝑧𝜃𝑥

𝑀 + 𝑑𝑥𝜃𝑧
𝑀 − 

𝜔𝑖

𝑊𝑇

𝑁

𝑖=1

𝑢𝑦
𝑖 = 0 

𝑢𝑧
𝑀 + 𝑑𝑦𝜃𝑥

𝑀 − 𝑑𝑥𝜃𝑦
𝑀 − 

𝜔𝑖

𝑊𝑇

𝑁

𝑖=1

𝑢𝑧
𝑖 = 0 

𝑚𝑖𝑡 𝑊𝑇 = 𝜔
𝑖

𝑁

𝑖=1

 

 

𝑑𝑥 =
1

𝑊𝑇
 𝜔𝑖
𝑁

𝑖=1

𝑑𝑥
𝑖 , 𝑑𝑦 =

1

𝑊𝑇
 𝜔𝑖
𝑁

𝑖=1

𝑑𝑦
𝑖 , 𝑑𝑧 =

1

𝑊𝑇
 𝜔𝑖
𝑁

𝑖=1

𝑑𝑧
𝑖  

 

𝑑𝑥
𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑀       𝑑𝑦

𝑖 = 𝑦𝑖 − 𝑦𝑀         𝑑𝑧
𝑖 = 𝑧𝑖 − 𝑧𝑀 

 

𝑒𝑥𝑦 =
1

𝑊𝑇
 𝜔𝑖
𝑁

𝑖=1

𝑟𝑥𝑦
𝑖 2,   𝑒𝑦𝑧 =

1

𝑊𝑇
 𝜔𝑖
𝑁

𝑖=1

𝑟𝑦𝑧
𝑖 2,  𝑒𝑧𝑥 =

1

𝑊𝑇
 𝜔𝑖
𝑁

𝑖=1

𝑟𝑧𝑥
𝑖 2 

Momentengleichgewicht: 

𝑒𝑦𝑧𝜃𝑥
𝑀 − 𝑑𝑧𝑢𝑦

𝑀 + 𝑑𝑦𝑢𝑧
𝑀 +
1

𝑊𝑇
 𝜔𝑖
𝑁

𝑖=1

𝑑𝑧
𝑖𝑢𝑦
𝑖 −
1

𝑊𝑇
 𝜔𝑖
𝑁

𝑖=1

𝑑𝑦
𝑖 𝑢𝑧
𝑖 = 0 

 

𝑒𝑧𝑥𝜃𝑦
𝑀 + 𝑑𝑧𝑢𝑥

𝑀 − 𝑑𝑥𝑢𝑧
𝑀 −
1

𝑊𝑇
 𝜔𝑖
𝑁

𝑖=1

𝑑𝑧
𝑖𝑢𝑥
𝑖 +
1

𝑊𝑇
 𝜔𝑖
𝑁

𝑖=1

𝑑𝑥
𝑖 𝑢𝑧
𝑖 = 0 

 

𝑒𝑥𝑦𝜃𝑧
𝑀 − 𝑑𝑦𝑢𝑥

𝑀 + 𝑑𝑥𝑢𝑦
𝑀 +
1

𝑊𝑇
 𝜔𝑖
𝑁

𝑖=1

𝑑𝑦
𝑖 𝑢𝑥
𝑖 −
1

𝑊𝑇
 𝜔𝑖
𝑁

𝑖=1

𝑑𝑥
𝑖 𝑢𝑦
𝑖 = 0 
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